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Euler-­‐Lagrange	
  descrip1on	
  of	
  par1cle-­‐laden	
  
turbulent	
  flows	
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Eulerian	
  vs	
  Lagrangian	
  Modelling	
  

Lagrangian	
  Approach:	
  
	
  
Focus	
  on	
  par,cle	
  trajectory	
  

Eulerian	
  Approach:	
  
	
  
Focus	
  on	
  control	
  volume	
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Eulerian	
  approach:	
  Focus	
  is	
  on	
  the	
  velocity	
  at	
  
fixed	
  control	
  volumes	
  points	
  in	
  the	
  flow	
  where	
  
one	
  sees	
  different	
  par,cles	
  at	
  a	
  ,me.	
  	
  
	
  
Lagrangian	
  approach:	
  Focus	
  is	
  on	
  individual	
  fluid	
  
par,cles,	
  followed	
  along	
  their	
  trajectory.	
  	
  
	
  
	
  

www.flowillustrator.com	
  

Eulerian	
  vs	
  Lagrangian	
  Modelling	
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Main	
  approaches	
  to	
  the	
  
numerical	
  simula1on	
  of	
  turbulence	
  

Reynolds	
  Averaged	
  Techniques	
  

Volume	
  Averaging	
  (LES)	
  

Direct	
  Numerical	
  Simula1on	
  (DNS)	
  

• 	
  Need	
  extensive	
  empirical	
  data	
  for	
  constants	
  
• 	
  Geometry	
  specific	
  
• 	
  Underlying	
  assump,on	
  of	
  isotropy	
  (some,mes)	
  	
  

• 	
  Resolve	
  the	
  large	
  eddies	
  
• 	
  Average	
  over	
  small	
  scales	
  
• 	
  Simple	
  universal	
  models	
  (maybe)	
  

• 	
  Valid	
  for	
  resolu,on	
  finer	
  than	
  smaller	
  eddies	
  
• 	
  Applicabile	
  to	
  low	
  Reynolds	
  number	
  turbulent	
  
	
  	
  	
  	
  flows	
  (computa,onal	
  cost	
  limita,ons)	
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“Type” of Eddy: Size Frequency 

Largest Eddies 25 mm 3.5 Hz 

Energy Containing Eddies 0.6 mm 140 Hz 

Most Dissipative Eddies 0.125 mm=125µm 450 Hz 

Kolmogorov Eddies 0.025 mm=25µm 1300 Hz 

Water	
  flowing	
  through	
  a	
  pipe	
  with	
  50	
  mm	
  diameter	
  at	
  velocity	
  1.8	
  m/s.	
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  Computa,onal	
  cost	
  for	
  a	
  DNS:	
  

Nx ×Ny ×Nz ∝Re
2.7

Nt ∝Re
0.9

Re≈105	
  

Eddy	
  size	
  and	
  frequencies:	
  
	
  

A	
  “dimensional”	
  example	
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“Type”	
  of	
  LES	
   Spa,al	
  resolu,on	
  

Resolve	
  outer	
  layer	
  eddies	
  
(domain	
  Lx	
  x	
  Ly	
  x	
  d)	
  

	
  	
  	
  Re0.4	
  

Resolve	
  inner	
  layer	
  eddies	
  
(wall-­‐resolved	
  LES)	
  

	
  	
  	
  Re1.8	
  

LES	
  with	
  wall	
  models	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Re	
  

Grid	
  resolu,on	
  requirements	
  for	
  LES	
  of	
  turbulent	
  boundary	
  layers	
  

(see	
  Piomelli,	
  Philos	
  Trans	
  A	
  Math	
  Phys	
  Eng	
  Sci,	
  vol.	
  372,	
  2014):	
  	
  

with	
  δ	
  =	
  boundary	
  layer	
  thickness	
  (separates	
  inner	
  and	
  outer	
  layer)	
  

∝

∝

∝

Total	
  computa,onal	
  cost	
  for	
  a	
  LES:	
  up	
  to	
  Re2.4	
  

Compare	
  computa1onal	
  
costs:	
  DNS	
  vs	
  LES	
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Coarse	
  
graining	
  

Eulerian	
  Approach:	
  use	
  separate	
  Eulerian	
  
balance	
  equa,ons	
  for	
  both	
  phases	
  (treated	
  
as	
  two	
  inter-­‐penetra,ng	
  con,nua),	
  coupled	
  
through	
  inter-­‐phase	
  exchange	
  terms.	
  
	
  

Lagrangian	
  Approach:	
  the	
  trajectory	
  of	
  
each	
  par,cle	
  and	
  subsequent	
  averaging	
  
(over	
  all	
  tracked	
  par,cles)	
  is	
  simulated	
  
explicitly.	
  
	
  

	
  	
  Lagrangian	
  descrip1on	
  of	
  par1cles	
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Lagrange	
  tracking	
  of	
  
pointwise	
  par1cles	
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  Par,cle	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

	
  	
  	
  Iner,a	
  	
  

	
  	
  Drag	
  	
   	
  	
  	
  Gravity	
  &	
  Buoyancy	
  	
  

	
  	
  	
  Added	
  	
  

	
  	
  	
  	
  Mass	
  	
  

	
  	
  	
  Basset	
  

	
  	
  (history)	
  	
  	
  	
  Lig	
  	
  

	
  	
  	
  Pressure	
  	
  

	
  	
  	
  Gradient	
  	
  

	
  	
  See:	
  Poisson	
  (1831);	
  Stokes	
  (1845);	
  Basset	
  (1888);	
  Oseen	
  (1911);	
  Faxen	
  (1922);	
  Ga,gnol	
  (1983);	
  Maxey	
  &	
  Riley	
  (1983)	
  	
  

Forces	
  Ac1ng	
  on	
  a	
  Par1cle	
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Good	
  news:	
  

for	
  small	
  heavy	
  par,cles	
  only	
  drag	
  and	
  gravity	
  
maker!!	
  
	
  

Effect	
  of	
  other	
  forces	
  on	
  par,cle	
  mo,on	
  is	
  
negligible.	
  

Forces	
  Ac1ng	
  on	
  a	
  Par1cle	
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dv p
dt

=
v− v p

τ p ⋅ f Re p( )
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ρp
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In	
  the	
  limit	
  of	
  small	
  (pointwise)	
  heavy	
  par,cles:	
  

Controlling	
  parameters:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  τ p Re p

Recall:	
  in	
  such	
  minimal	
  model,	
  iner,a	
  controls	
  
par,cle	
  dynamics	
  and	
  par,cle-­‐turbulence	
  interac,ons	
  

Par1cle	
  Stokes	
  number:	
  	
  	
  St	
  =	
  τp	
  /	
  τf	
  

Par1cle	
  Timescale:	
  	
  τp	
  =	
  dp2	
  ρp/18	
  µ	
  

Flow	
  Timescale:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  τf	
  =	
  L/U	
  	
  =	
  ν/uτ2	
  	
  

Minimal	
  	
  “Stokesian”	
  model	
  for	
  
Lagrangian	
  Par1cle	
  Tracking	
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  Kolmogorov	
  
	
  	
  	
  	
  	
  ,me/length:	
  	
  
     τK+=τK /τf 	
   	
   	
   	
   	
   	
        	
  
     ηK

+=ηK /ηf	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
             
 

                              	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Renormalized	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Stokes	
  number:	
  
                      StK=τp/τK  

Flow	
  anisotropy	
  effects	
  
on	
  fluid	
  flow	
  1me	
  scales	
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Lagrange	
  tracking	
  of	
  
non-­‐spherical	
  pointwise	
  par1cles	
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Consider	
  (again!)	
  the	
  simplest	
  dynamical	
  model	
  (point-­‐par,cles	
  in	
  
creeping	
  flow)	
  for	
  the	
  simplest	
  non-­‐spherical	
  shape	
  (rod/ellipsoid):	
  

	
  
	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  L	
  ,	
  D	
  <<	
  ηΚ	
  ,	
  Δ	
  -­‐>	
  Pointwise	
  

	
  
	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Force	
  model	
  
	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Drag	
  <-­‐	
  Fluid	
  ac,on	
  
	
  No	
  wake	
  -­‐>	
  Stokes	
  flow 	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  + 	
  	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Par,cle	
  orienta,on	
  
1LuRe <<=

ν
rel

p

∑=
i

i
p

p t
m F

v
d
d

),,(Re

Aρ
2
1

p
2
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D

θλp

D

f

C

=

==
u

FΔ	



θ

λ DL /= Aspect	
  ra,o	
  
	
  

Orienta,on	
  

	
  Modelling	
  non-­‐spherical	
  par1cles	
  
	
  as	
  pointwise	
  par1cles	
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The	
  simplest	
  approach	
  to	
  deal	
  with	
  non-­‐spherical	
  par,cles	
  is	
  to	
  
describe	
  their	
  transla,on	
  and	
  rota,on	
  with	
  a	
  “lumped-­‐variable”	
  model	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Basically,	
  par,cle	
  =	
  Lagrangian	
  point	
  moving	
  in	
  3D	
  space.	
  Finite-­‐size	
  effects	
  neglected!	
  

vP	
  Ω	
  
G	
  

	
  The	
  pointwise	
  approxima1on	
  
for	
  non-­‐spherical	
  par1cles	
  

	
  
	
  
	
  

	
  



Multiphase Flow Laboratory, Dept. Engineering & Architecture  
University of Udine (Italy) 

  11-13 January 2020 

•  Transla,onal	
  dynamics	
  (enough	
  for	
  a	
  spherical	
  par,cle)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

•  Rota,onal	
  dynamics	
  (needed	
  for	
  a	
  non-­‐spherical	
  par,cle)	
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  Lagrangian	
  equa1ons	
  of	
  mo1on	
  
for	
  non-­‐spherical	
  par1cles	
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Consider	
  transla,onal	
  dynamics	
  first.	
  	
  	
  
	
  

We	
  need	
  force	
  models	
  that	
  account	
  for	
  shape	
  and	
  orienta,on.	
  
	
  

One	
  op,on	
  is	
  to	
  assume	
  creeping	
  flow	
  condi,ons.	
  
	
  
	
  
For	
  drag:	
  
(Oberbeck,	
  1876)	
  
	
  
	
  

( )
relfp

pD
λ uµd3

0Reλ,F
f

π

→
=

( ) ( )⊥⊥ ⋅+⋅=→ λrel||λrel||fppD ffµd30Reλ, uuF π

( )
1

1ln)12(
)1()3/4(f
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−

−
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−
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−+−
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⊥
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λλλ
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Modelling	
  forces	
  for	
  
non-­‐spherical	
  par1cles	
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Modelling	
  forces	
  for	
  
non-­‐spherical	
  par1cles	
  	
  

	
  
	
  
	
  

	
  
For	
  an	
  ellipsoid:	
  	
  

( ) ( )3λrel,3λ2rel,2λ1rel,1fppD fffµd30Reλ, ⋅+⋅+⋅=→ uuuF π

For	
  a	
  spheroid:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  ||λ1λ ff = ⊥== λ3λ2λ fff

Note	
  1	
  -­‐	
  minimum	
  drag	
  shape	
  is	
  obtained:	
  
•  for	
  a	
  sphere	
  averaging	
  over	
  all	
  orienta,ons	
  
•  for	
  a	
  prolate	
  spheroid	
  with	
  λ=1.955	
  for	
  sta,onary	
  orienta,on	
  (//	
  to	
  symmetry	
  axis)	
  
	
  
Note	
  2	
  –	
  creeping	
  flow	
  condi,ons	
  hold	
  if:	
  
	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  and/or	
  if:	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (small	
  slip	
  velocity) 	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (small	
  par,cles,	
  yet	
  not	
  Brownian)	
  

0pf@prel,1 ≅−= vuu fp ηd <<
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Modelling	
  forces	
  for	
  
non-­‐spherical	
  par1cles	
  	
  

	
  
	
  
	
  

	
  

Following	
  Bretherton	
  (1962),	
  Brenner	
  (1964,	
  1965,	
  1972),	
  Gallily	
  &	
  Cohen	
  (1979):	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
with	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  =	
  transla,onal	
  resistance	
  tensor	
  for	
  
arbitrary-­‐shape	
  par,cle	
  in	
  arbitrary	
  flow	
  field	
  
	
  
By	
  analogy,	
  the	
  shear-­‐induced	
  lig	
  force	
  model	
  is:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
with:	
  

K
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Modelling	
  forces	
  for	
  
non-­‐spherical	
  par1cles	
  	
  

	
  
	
  
	
  

	
  

Tensors	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  can	
  be	
  conveniently	
  expressed	
  wrt	
  a	
  frame	
  of	
  reference	
  with:	
  
	
  

•  origin	
  at	
  the	
  par,cle	
  center	
  of	
  mass	
  

•  axes	
  being	
  the	
  principal	
  axes	
  of	
  the	
  par,cle	
  
	
  
	
  
The	
  “usual”	
  approach	
  is	
  to	
  consider:	
  
	
  
	
  
1.	
  Iner,al	
  Frame	
  X=[x,y,z]	
  
	
  
2.	
  Par,cle	
  Frame	
  X'=[x',y',z']	
  
	
  
3.	
  Co-­‐moving	
  frame	
  X"=[x",y",z"]	
  

K L
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Modelling	
  forces	
  for	
  
non-­‐spherical	
  par1cles	
  	
  

	
  
	
  
	
  

	
  
In	
  the	
  par,cle	
  frame:	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  For	
  prolate	
  par,cles:	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  See	
  also:	
  Brenner,	
  1964;	
  Happel	
  &	
  Brenner,	
  1983	
  

	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
   	
   	
  	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  Note:	
  for	
  a	
  sphere	
  the	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  original	
  Saffman	
  model

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  recovered	
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Modelling	
  forces	
  for	
  
non-­‐spherical	
  par1cles	
  	
  

	
  
	
  
	
  

	
  
In	
  the	
  par,cle	
  frame:	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  For	
  oblate	
  par,cles:	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  See	
  also:	
  Brenner,	
  1964;	
  Happel	
  &	
  Brenner,	
  1983	
  

	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
   	
   	
  	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  Note:	
  for	
  a	
  sphere	
  the	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  original	
  Saffman	
  model

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  recovered	
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

z'z'

y'y'

x'x'

k00
0k0
00k

'K

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.03730.000.00
0.000.01730.0182
0.000.03290.0501

'L
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How	
  to	
  go	
  from	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  to	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  
	
  
where	
  REul	
  =	
  rota,on	
  matrix,	
  obtained	
  from	
  the	
  quaternions:	
  

K'K

	
  Rigid	
  body	
  kinema1cs	
  

Note:	
  quaternions	
  prevent	
  
gimbal	
  lock	
  problems	
  (matrix	
  
singulari,es)	
  but	
  require	
  
normaliza,on	
  at	
  each	
  ,me	
  step	
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  Rigid	
  body	
  kinema1cs	
  

In	
  summary,	
  compute	
  the	
  resistance	
  
tensor	
  in	
  the	
  par,cle	
  frame	
  as:	
  
	
  
	
  
	
  
then	
  apply	
  the	
  transforma,on	
  
from	
  the	
  par,cle	
  frame	
  to	
  the	
  	
  
iner,al	
  frame:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
to	
  get:	
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  Rigid	
  body	
  kinema1cs	
  

For	
  the	
  lig	
  force	
  (Harper	
  &	
  Chang,	
  	
  JFM,1968;	
  Hogg	
  ,	
  JFM,	
  1994):	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Note	
  that:	
  
	
  

•  Lig	
  force	
  is	
  non-­‐zero	
  at	
  any	
  non-­‐zero	
  shear	
  rate	
  

•  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  with	
  a	
  =	
  semi-­‐minor	
  axis	
  -­‐>	
  lig	
  counts	
  for	
  large	
  par,cles!	
  
	
  

•  derived	
  for	
  unidirec,onal	
  shear	
  

•  no	
  wall	
  effects	
  included	
  (only	
  available	
  for	
  spheres)	
  

•  So	
  far,	
  very	
  likle	
  effort	
  done	
  to	
  lig	
  force	
  models	
  for	
  non-­‐spherical	
  par,cles	
  	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

( ) ( )pf@p

2
f

2

L 'aµ vuKLKF −⋅⋅⋅⋅Γ=
ν

π

2
L a∝F
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( ) ( )

( ) ( ) gvuKLK

vuK
v

)m(m'aµ

aµ
t

m

fppf@p

2
f

2

pf@pψθ,,f
p

p

−+−⋅⋅⋅⋅Γ+

+−⋅=

ν
π

π ϕ
d
d

	
  Iner,a	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Drag	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  Lig 	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  Buoyancy 	
  	
  

p
p

d
d

v
x

=
t

plus 	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  to	
  compute	
  par,cle	
  trajectory	
  

	
  “Final”	
  equa1on	
  
of	
  transla1onal	
  mo1on	
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Start	
  from	
  the	
  2nd	
  cardinal	
  eq.	
  of	
  dynamics	
  in	
  the	
  par,cle	
  frame:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

Note	
  -­‐	
  in	
  the	
  par,cle	
  frame	
  the	
  iner,a	
  tensor	
  is	
  constant:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
with:	
  

	
  Rota1onal	
  dynamics	
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  Rota1onal	
  dynamics	
  

The	
  hydrodynamic	
  torque	
  ac,ng	
  on	
  the	
  par,cle	
  wrt	
  the	
  principal	
  axes	
  of	
  the	
  par,cle	
  is	
  
computed	
  using	
  Jeffery’s	
  formula,on	
  (Jeffery,	
  1922):	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

For	
  prolate	
  speroids	
  (Gallily	
  &	
  Cohen,	
  1979):	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  For	
  oblate	
  speroids	
  (Sievert	
  et	
  al.,	
  2014):	
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The	
  hydrodynamic	
  torques	
  depend	
  on	
  the	
  elements	
  of:	
  
	
  	
  

•  rate	
  of	
  strain	
  tensor:	
  

	
  
	
  

•  rate	
  of	
  rota,on	
  tensor:	
  

	
  
	
  

computed	
  in	
  the	
  par,cle	
  frame:	
  

	
  Rota1onal	
  dynamics	
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Caveat:	
  How	
  accurate	
  is	
  Jeffery’s	
  formula,on?	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

Channel	
  
center…	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Near	
  the	
  
wall…	
  

Instantaneous	
  velocity	
  gradient	
  along	
  the	
  ellipsoid	
  at	
  varying	
  aspect	
  ra,o	
  
	
  

	
  Rota1onal	
  dynamics	
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  Rota1onal	
  dynamics	
  

M
!"!

J
a
−M
!"!

J
c
=

M
!"!

J ,i
a
−M
!"!

J ,i
c( )

2

i∑

M
!"!

J ,i
c( )

2

i∑

Rela,ve	
  RMS	
  norm:	
  
	
  

Caveat:	
  How	
  accurate	
  is	
  Jeffery’s	
  formula,on?	
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  Aspect	
  ra,o	
  
	
  	
  	
  (shape)	
  
	
  
	
  	
  	
  Specific	
  density	
  

	
  
	
  	
  	
  Response	
  ,me	
  
	
  	
  	
  (iner,a)	
  

It	
  can	
  be	
  an,cipated	
  that,	
  in	
  such	
  model,	
  
par,cle	
  behaviour	
  is	
  fully	
  characterized	
  by:	
  

1.	
  Stokes	
  number	
  (incorporates	
  all	
  iner,al	
  
effects)	
  

2.	
  Aspect	
  ra,o	
  (incorporates	
  all	
  shape	
  
effects)	
  

	
  Complete	
  system	
  of	
  equa1ons	
  
and	
  controlling	
  parameters	
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Response	
  ,me	
  for	
  non-­‐spherical	
  par,cles:	
  how	
  to	
  define	
  it?	
  
	
  
For	
  spheres:	
  	
  
	
  
For	
  ellipsoids:	
  
	
  

• 	
  Shapiro	
  &	
  Goldenberg	
  (1993)	
  assumed	
  isotropic	
  par,cle	
  orienta,on	
  and	
  used	
  the	
  averaged	
  mobility	
  dyadic	
  
	
  	
  	
  (inverse	
  of	
  the	
  transla,on	
  dyadic)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

• 	
  Fan	
  &	
  Ahmadi	
  (1995)	
  used	
  the	
  orienta,on-­‐averaged	
  transla,on	
  dyadic	
  

St = 4λSa
+2

9
1
kx'x'

+
1
ky'y'

+
1
kz'z'

!

"
##

$

%
&&=
2λSa+

2

9

ln λ + λ 2 −1( )
λ 2 −1

St = 4λSa+
2

(kx'x' + ky'y' + kz'z' )

St = 2
9
S a+( )

2

Defini1on	
  of	
  response	
  1me	
  
for	
  non-­‐spherical	
  par1cles	
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For	
  non-­‐spherical	
  par,cles	
  also	
  the	
  rota1onal	
  response	
  1me	
  is	
  important:	
  
	
  
For	
  spheres:	
  	
  
	
  
	
  
	
  

For	
  ellipsoids	
  no	
  widely-­‐used	
  defini,on	
  provided	
  so	
  far.	
  
No	
  “unique”	
  expression	
  based	
  on	
  isotropy	
  can	
  be	
  obtained.	
  
	
  

	
  

Str =
1
15
S a+( )

2
=
3
10
St

	
  

• 	
  rota,on	
  around	
  z’	
  in	
  the	
  fiber	
  frame:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

• 	
  rota,on	
  around	
  x’	
  or	
  y’	
  in	
  the	
  fiber	
  frame:	
  

Defini1on	
  of	
  response	
  1me	
  
for	
  non-­‐spherical	
  par1cles	
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Defini1on	
  of	
  response	
  1me	
  
for	
  non-­‐spherical	
  par1cles	
  

Assume	
  isotropic	
  orienta,on:	
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Example	
  of	
  collec1ve	
  behaviour	
  
Rigid	
  fibers	
  in	
  TCF	
  

x(t,λ),	
  v(x(t,λ),t,λ),	
  ω(x(t,λ),t,λ)	
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Rigid	
  fibers	
  in	
  TCF	
  
Sources	
  of	
  bias:	
  Iner1a	
  +	
  Elonga1on	
  

dx p
dt

= v p,  mp
dv p
dt

= Fi
i
∑

d(Iω p )
dt

= Ti
i
∑

Par,cle	
  func,onality	
  added	
  
in	
  the	
  model:	
  Elonga1on	
  

Dilute	
  suspension	
  of	
  small	
  rigid	
  fibers	
  in	
  a	
  turbulent	
  channel	
  (Reτ=300)	
  

Assump,ons:	
  
•  fibers	
  =	
  non-­‐interac,ng	
  ellipsoids	
  with	
  uniform	
  mass	
  distribu,on	
  in	
  dilute	
  flow	
  
•  fiber	
  size	
  <	
  Kolmogorov	
  length	
  scale	
  
•  ignore	
  lubrica,on	
  forces,	
  aggrega,on/breakage	
  



Multiphase Flow Laboratory, Dept. Engineering & Architecture  
University of Udine (Italy) 

  11-13 January 2020 

Rigid	
  fibers	
  in	
  TCF	
  
Sources	
  of	
  bias:	
  Iner1a	
  +	
  Elonga1on	
  

Effect	
  of	
  fiber	
  elonga,on	
  
on	
  near-­‐wall	
  accumula,on	
  

Spheres	
  
Short	
  fibers	
  (λ=3)	
  

Long	
  fibers	
  (λ=30)	
  

λ	
  

Front	
  view	
  

Side	
  view	
  

Fiber	
  parameters	
  in	
  the	
  anima-­‐	
  
,ons:	
  St	
  =	
  30,	
  λ	
  =	
  50,	
  a+	
  =	
  0.36	
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Effect	
  of	
  par1cle	
  elonga1on	
  
on	
  preferen1al	
  segrega1on	
  

λ	
   λ	
  

Effect	
  of	
  elonga,on	
  on	
  near-­‐wall	
  segrega,on	
  

PD
F	
  

Dilute	
  suspension	
  of	
  small	
  rigid	
  fibers	
  in	
  a	
  turbulent	
  channel	
  (Reτ=300)	
  

Instantaneous	
  fiber	
  distribu,on	
  
in	
  the	
  near-­‐wall	
  region	
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Example	
  of	
  collec1ve	
  behaviour	
  
Flexible	
  fibers	
  in	
  TCF	
  

x(t,λ),	
  v(x(t,λ),t,λ),	
  ω(x(t,λ),t,λ),	
  o(x(t,λ),t,λ),	
  ψ(x(t,λ),t,λ)	
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Modelling	
  flexibility:	
  
How	
  to	
  “mimic”	
  a	
  flexible	
  fiber?	
  

Rod	
  model:	
  flexible	
  fiber	
  =	
  chain	
  of	
  segments/spheres	
  connected	
  by	
  ball-­‐and-­‐socket	
  
joints	
  (Delmoke	
  et	
  al	
  ‘15;	
  Andric	
  et	
  al	
  ‘13;	
  Slowicka	
  et	
  al	
  ‘13;	
  Derksen	
  ‘10;	
  Lindstrom	
  &	
  Uesaka	
  ‘07)	
  

•  Impose	
  connec,vity	
  constraints	
  between	
  segments:	
  

•  Solve	
  for	
  Euler’s	
  1st	
  and	
  2nd	
  law	
  for	
  each	
  segment:	
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Near-­‐wall	
  accumula1on	
  of	
  flexible	
  
fibers	
  in	
  turbulent	
  channel	
  flow	
  

Dilute	
  suspension	
  of	
  
small	
  flexible	
  fibers	
  in	
  
turbulent	
  channel	
  flow	
  
	
  
•  Shear	
  Reynolds	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  number:	
  Reτ=150	
  
	
  
•  Segment	
  Stokes	
  

number:	
  Sts=5,	
  30	
  

•  Segment	
  aspect	
  
ra,o:	
  λ=5	
  

•  Number	
  of	
  
segments:	
  7	
  

•  Number	
  of	
  fibers:	
  
200,000	
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Near-­‐wall	
  accumula1on	
  of	
  flexible	
  
fibers	
  in	
  turbulent	
  channel	
  flow	
  

Dilute	
  suspension	
  of	
  
small	
  flexible	
  fibers	
  in	
  
turbulent	
  channel	
  flow	
  
	
  
•  Shear	
  Reynolds	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  number:	
  Reτ=150	
  
	
  
•  Segment	
  Stokes	
  

number:	
  Sts=5,	
  30	
  

•  Segment	
  aspect	
  
ra,o:	
  λ=5	
  

•  Number	
  of	
  
segments:	
  7	
  

•  Number	
  of	
  fibers:	
  
200,000	
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Near-­‐wall	
  accumula1on	
  of	
  flexible	
  
fibers	
  in	
  turbulent	
  channel	
  flow	
  

Effect	
  of	
  flexibility	
  on	
  near-­‐wall	
  segrega,on	
  (for	
  Sts=30)	
  

Bulk	
  region	
  
(z+	
  >	
  30)	
  

	
  

PDF	
  of	
  rela,ve	
  orienta,on	
  between	
  neighboring	
  fiber	
  elements	
  

Near-­‐wall	
  
region	
  (z+	
  <	
  30)	
  

Bulk	
  region	
  
(z+	
  	
  >	
  30)	
  

Near	
  wall	
  
(z+	
  <	
  30)	
  

Bulk	
  region	
  
(z+	
  >	
  30)	
  
	
  

λr=2	
   λr=5	
  

λr=5	
  

λr=5	
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Constraint	
  force	
  ac1ng	
  on	
  fiber	
  
elements	
  (along	
  element’s	
  axis)	
  

Near-­‐wall	
  
region	
  (z+	
  <	
  30)	
  

Str	
  =	
  1	
   Str	
  =	
  30	
  

λr	
  
λr	
  

Tensile	
  constraint	
  force	
  as	
  a	
  func,on	
  of	
  the	
  wall-­‐normal	
  flow	
  direc,on	
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Bulk	
  region	
  
(z+	
  >	
  30)	
  

	
  

Near-­‐wall	
  
region	
  (z+	
  <	
  30)	
  

Bulk	
  region	
  
(z+	
  	
  >	
  30)	
  

λr	
  

λr	
  

Bending	
  constraint	
  force	
  along	
  the	
  wall-­‐normal	
  flow	
  direc,on	
  

Str	
  =	
  1	
   Str	
  =	
  30	
  

Constraint	
  force	
  ac1ng	
  on	
  fiber	
  
elements	
  (perpto	
  element’s	
  axis)	
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L1.	
  	
  A	
  Lagrangian	
  framework	
  for	
  numerical	
  simula,on	
  of	
  spherical/non-­‐spherical	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  par,cles	
  dynamics	
  (in	
  dilute	
  flow	
  condi,ons)	
  has	
  been	
  presented	
  	
  
	
  

L2.	
  Equa,ons	
  for	
  par,cle	
  transla,on	
  and	
  rota,on	
  were	
  derived	
  for	
  par,cles	
  with	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  arbitrary	
  shape	
  in	
  the	
  Stokes	
  regime	
  (creeping	
  flow)	
  
	
  

L3.	
  The	
  resul,ng	
  lumped-­‐parameter	
  model	
  provides	
  strong	
  mathema,cal	
  coupling	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  between	
  transla,on	
  and	
  rota,on	
  (drag	
  and	
  lig	
  depend	
  on	
  par,cle	
  orienta,on)	
  
	
  

L4.	
  Par,cle	
  rota,on	
  can	
  be	
  conveniently	
  described	
  using	
  the	
  quaternion	
  formalism	
  
	
  

L5.	
  Equa,ons	
  yield	
  accurate	
  results	
  if	
  par,cles	
  are	
  small	
  (limit	
  on	
  aspect	
  ra,o)	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  and/or	
  have	
  small	
  slip	
  velocity	
  
	
  

L6.	
  Many	
  modelling	
  issues	
  remain	
  open	
  (force	
  models,	
  force	
  coupling	
  schemes,	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  torque	
  coupling	
  schemes,	
  collisions,	
  …)	
  

Lessons	
  learned	
  


