Fluidodinamica, 5

Soluzione Homework N° 6

a b.
1. Couette: v, = Uy/H. Il vettore vorticita e pari a
ov  Ou
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La divergenza e data da:
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2. Poiseuille: v, = 57 (*((11—1:) {1 - %} Le espressioni delle componenti del vettore ve-
locita sono date da:
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12p z Oz Oy
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< Vg >7= (12/1)2 *—x Yy €
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Vg >°= -
(12p)? Z do = ?dx + ?dy = —udr — vdy (8)
€T Y
) H* [ dP\* 1 [+H/? 42\ SH
<y >= GE\ ") ' 2 1- T2 Y= Le line:'e eguipotenziali sono rappresentate da d¢ =
0 e quindi
. HS ([ ap\® 1 [TH/? LW ° 16H u dy
<vz>*m ") o o e =35 O:—udaz:—vdy—>;z—(ﬂ)qs t (9)
Si trova:
Analogamente per 1):
<wv,>? 5 6 o oy
== = _. dy = —dz + =—dy = vdx — ud 10
<v2> 6—>ﬁ 5 v 6x$+6yy ver Uy (10)
<y >? _ 35 o= 1.543 Le linee di corrente costanti sono rappresentate da
<vd> 54 ' dy =0
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U dx

d
0 =vdz — udy — L (—y) (11)
Yp=cost.

La relazione che lega le pendenze delle tangenti alle
linee equipotenziali e a quelle di corrente risulta:

(%)¢ _ _@ (12)

dalla quale si puo dedurre 'ortogonalita dei due
insiemi di linee.
d.

Le componenti di velocita secondo gli assi z ed y
Sono

per cui si ottiene che

ov  Ou
w-rotv-(a—a—y)k—o (15)

Le espressioni degli sforzi viscosi sono

ou  Ov
ou
= 20— = 2uf) 1
Tow = 2hg = 20 (17)
ov
Tyy = 2ua—y = —2uf) (18)

Per ricavare P(z,y) semplifichiamo le equazioni di
Navier-Stokes tenendo conto che: (i) se valgono le
condizioni di moto potenziale, i termini viscosi pos-
sono essere trascurati rispetto a quelli inerziali ed
al gradiente di pressione, (ii) le componenti di ve-
locita si possono esprimere tramite le equazioni 13
e 14:

ou ou\ 0P 2oy OP
p (u% +va—y) =57 (Q%z) = 9 (19)
ov ov _OP

— — | =—= 0?%y) = 20
p<u8m+1}8y) oy - ( y) dy (20)
dalle quali si ricava l’espressione della pressione P:

0P
Y

dP = ——dz + g—de — dP = —pQ*(zdx + ydy) (21)
Y

2

— P(z,y) = —pQ— (x2 + y2) +Pr (22)
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La teoria e stata sviluppata a lezione. Si faccia
riferimento al capitolo 4.5.3 (pagina 166) del libro.

Per tracciare 'andamento della funzione di flusso
lungo il piano la esprimiamo come:

v Usox
U= Uy, |— - S
User/ T fn) = -/ —

< f(n)

U = —vVRe- f(n).

Disegnamo quindi 'andamento della quantita ¥ /v
in funzione di Re per diversi valori del numero di

n.
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FIG. 1. Andamento della funzione di flusso ¥/v lungo la
piastra piana.

Analogamente, per la velocita si ha: v, = Uso f/(n).
Si noti che v, /Us non dipende dal valore del nu-
mero di Reynolds, Disegnamo quindi 'andamento
della quantitd v, /Us in funzione di 7: si ottiene
esattamente la fig. 4.22 a pag. 169 del testo.

Per il taglio si ricava:

_ Ovp af [Uso )
Try*,“ay *NUooay*NUoo Vx'f(n)*

1
= PUfo\/ ﬁf”(ﬁ) = PUfoﬁf”(n)

In questo caso, disegnamo la quantita 7,,/pUZ in
funzione di Re per diversi valori di 7.
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FIG. 2. Andamento del taglio 7.,/UZv lungo la piastra
piana.

Infine, 'andamento dello spessore dello strato lim-
ite varia a seconda della definizione:

(a) dg9: vz (dg9) = 0.99Us — f' = 0.99 in base
alla definizione di v,. Ma f' = 0.99 — n = 3.5
dalla tabella. Inoltre:

U
— =35
VT

Hy:599:3,51/5—x :3,5UL\/Re

Disegnamo quindi l'andamento della quan-
titd dgoUs /v in funzione di Re.

(b) 0" = [ (1= g= ) dy = [ (1 = f)d()an

U= = 55 — dn = dy/é(2).
Possiamo riscrivere:

n=y

essendo n =y

5 = () /Oooa — f)dy =

~ b(x) [ /O "1y + /6 Ta- f’)dn} .

Dalla tabella, si deduce che il secondo inte-
grale & praticamente nullo poiché f’ — 1 per
7 > 6. Quindi, consideriamo solo il primo in-
tegrale e ricaviamo:

6
5 = b(x) / (1~ f)dy = 6()(nl} — £1) =

= [(6 —0) — (4.78322 — 0)]6(x) = 1, 216785(x).

Poiché 6(z) - Usx/v = +/Re, disegnamo
Pandamento della quantitd §*Us /v in fun-
zione di Re.
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FIG. 3. Andamento degli spessori dooUso /v € 6" Uso /v in
funzione di 7.
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(a) Le linee di flusso rappresentate in figura pos-
sono essere utilizzate per calcolare la portata
movimentata. E infatti:

Q- / A = Yomas — mm (23

Dallo studio della funzione ¥(r, z) si vede che
i valori massimo e minimo della v si hanno al
bordo e al centro della cella,

P(r=0.5,2=0) =0 al bordo

P(r =0.55,z = 0.05) =4 al centro

per cui Q = 4.

(b) Per calcolare la differenza di pressione tra
2 punti si utilizza Bernoulli (nell’ipotesi di
trascurare i termini potenziali):

2 2
p1 | Vi b2 | V3
—+ ===+ = 24
PR (24)
da cui
2 2 2 2
- _ Uy — Uy _ Umaz — Ymin
P1— P2 P( 9 ) p (72 )
(25)
La  massima  differenza di  pressione

si avra quindi tra i punti per cui € massima
la differenza di velocita . Le componenti di
velocita sono date da

=00y () (T eos ™)
vy = 55 = S 7 T hcosh
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v, — - Cos 7| sin [ —

d d h

Si puo calcolare il modulo di velocitd v? =
v2 +v2 = f(r,h) e determinare massimo e
minimo oppure considerare che:

e gli angoli e il centro della cella di Taylor
sono punti a velocita nulla — v, = 0;

e in un flusso di circolazione la portata
€ costante per ogni sezione di flusso e la
velocita e maggiore dove la sezione & ri-
dotta.

Da queste considerazioni si ricava che le
sezioni mediane (orizzontale a z = h/2 e vet-
icale a r = R;) sono quelle in cui si avra la
velocita piu alta. In particolare, dal profilo di
velocita si vede che la velocita in queste sezioni
€ massima in corrispondenza del bordo, risulta

che:

1672

V2. =v3(r=Riy,z="h/2) = e
1672
V20w = V2 (r = R; +d/2,2=0) = d_;r

con h? = d? essendo h = d. La massima dif-
ferenza di pressione risulta pertanto:

P 1672

Ap = LT
P=57 e

Fluidodinamica, 5



